
Программа экзамена 
по математическому анализу

1 семестр

1 Ограниченные множества. Верхняя и нижняя грани 
числовых множеств. Свойства граней. 

Определение верхней грани множества

a=suр X⇔
df
(∀ x∈X x≤a)∧(∀a '≤a∃ x '∈X x '≥a)⇔

df 1 )∀ x∈X x≤a
2 )∀ϵ>0∃x '∈X a−ϵ<x '

Определение нижнейграни множества

a=inf X⇔
df
(∀ x∈X x≥a)∧(∀ a'≥a∃ x '∈X x '≤a)⇔

df 1 )∀ x∈X x≥a
2 )∀ϵ>0∃ x '∈X x<a+ϵ



2 Теорема о существовании верхней грани.



3 Счетные множества и их свойства. 



4 Теорема о несчетности интервала. Множества 
мощности континуум.

5 Ограниченные последовательности. Достаточное 
условие ограниченности последовательности.
Определениепоследовательности

(xn)⇔
df
f :ℕ→ℝ

(xn)−огр .сверху⇔
df
∃M∈ℝ∀n∈ℕ xn≤M

(xn)−огр .снизу⇔
df
∃m∈ℝ∀ n∈ℕ xn≥M

(xn)=O(1)⇔
df
∃M>0∀n∈ℕ|xn|≤M



6 Бесконечно малые последовательности. Теорема об 
арифметических действиях над бесконечно малыми 
последовательностями. 

7 Бесконечно большие последовательности, их связь с 
бесконечно малыми.

lim
n→∞

xn=+∞⇔
df
∀M>0∃nM∈ℕ∀n≥nM xn>M

lim
n→∞

xn=−∞⇔
df
∀M>0∃nM∈ℕ∀n≥nM xn<−M

lim
n→∞

xn=∞⇔
df
∀M>0∃nM∈ℕ∀n≥nM|xn|>M



8 Предел последовательности. Теорема о 
единственности предела.



9 Ограниченность сходящейся последовательности.

10 Порядковые свойства предела. Переход к пределу в 
неравенствах.



11 Порядковый признак существования предела 
последовательности.

12 Арифметические свойства предела 
последовательности.



13 Монотонные последовательности. Теорема 
Вейерштрасса о монотонных последовательностях.



14 Лемма о вложенных отрезках.

15 Подпоследовательности и частичные пределы 
последовательности. Теорема о подпоследовательностях 
сходящейся последовательности. 



16 Верхний и нижний пределы последовательности. 
Корректность определения. 

17 Свойства верхнего и нижнего пределов.



18 Теорема Больцано-Вейерштрасса.

19 Фундаментальные последовательности. Теорема об 
ограниченности фундаментальной последовательности.  



20 Критерий Коши сходимости последовательности.

21 Определения Гейне и Коши предела функции в точке. 
Теорема об их эквивалентности.





22 Критерий Коши существования предела функции.

Критерий Коши существования пределафункции в точке ( 4.2 .1) .

∃ lim
x→ x0

f (x)⇔ f удовлетворяет в т . x0 условию Коши

Доказательство(в сокращении от Дани):

⇒ Пусть lim
x→ x0

f (x)= A , ϵ>0. Поопределению пределафункции Коши∃δ>0 такое ,что

(1)∀ x '∈X (0<|x '− x0|<δ ⇒|f (x ')−A|<ϵ
2
)

(2)∀ x ' '∈X (0<|x ' '− x0|<δ⇒|f (x ')−A|<ϵ
2
)

Тогда|f (x ')−f (x ' ')|=|(f (x ')−A)+(A−f (x ' '))|≤|f (x ')−A|+|A− f (x ' ')|<ϵ
2
+ϵ

2
=ϵ⇒

функция f удовлетворяет в точке x0 условию Коши .

⇐ Пусть f удовлетворяет в точке x0 условию Коши . Докажем , что f удовлетворяет условию

определения предела по Гейне . Пусть ϵ>0 , xn→ x0и xn≠x0. По условию Коши

выберем δ>0 такое ,что

∃ n0∈ℕ∀ n≥n0 (0<|xn− x0|<δ) .Тем более ,∀ p∈ℕ 0<|xn+ p−x0|<δ .

В силу условия Коши∀ n≥n0 ∀ p∈ℕ|f (xn+p)−f (xn)|<ϵ⇒( f (xn))−фунд .

последовательность⇒ в силу критерия Коши сходимости последовательности

( f (xn))сходится к некоторому A .

Докажем , что∀ x ' n→ x0 , x ' n≠x0 выполняется условие f (x ' n)→ A .

Предположим , что f ( x 'n)→ A ' . Рассмотрим последовательность

x1 , x '1 , x2 , x '2 , ... , xn , x ' n , ... ,

котораятоже сходится к x0. В силу доказанного выше , последовательность

f (x1) , f (x ' 1) , f (x2) , f ( x '2) , ... , f (xn) , f (x 'n) , ...

сходится к некоторому числу A ' ' . Тогда её подпоследовательности ( f (xn))и

( f (x 'n))тоже сходятся к числу A ' '⇒ A=A '=A ' '

Теорема доказана .

23 Односторонние пределы функции, связь с пределом.
Определение левостороннего предела
Определение правостороннего предела



Они же на языке окрестностей:

Теоремао связи односторонних пределов с пределомфункции( 4.3 .1)

∃ lim
x→x0

f (x )⇔
df
∃ lim

x→x0−0
f (x )=∃ lim

x→ x0+0
f (x )=A

.Доказательствотривиально , знатьтолькоформулировку



24 Арифметические свойства предела функции.
Теоремаоб арифметических свойствах пределафункции(4.4 .1)
Пусть lim

x→ x0

f (x)=A , lim
x→ x0

g(x )=B .Тогда

lim
x→ x0

( f (x )±g(x ))=A±B ,

lim
x→ x0

(f ( x)g (x))=AB ,

lim
x→ x0

(
f (x)
g( x)

)= A
B
(при B≠0)

Доказательство(в сокращенииот Дани):
Пусть xn→ x0иxn≠x0.Тогда f (xn)→A иg (xn)→B .
Потеоремеоб арифметических свойствах пределапоследовательностиимеем :

f (xn)±g (xn)→ A±B , f (xn) g(xn)→AB ,
f (xn)
g (xn)

→ A
B

⇒поопределению Гейне :

lim
x→ x0

( f (x )±g(x ))=A±B ,

lim
x→ x0

(f ( x)g (x))=AB ,

lim
x→ x0

(
f (x )
g(x )

)=A /B

Теоремадоказана .

25 Порядковые свойства предела функции.
Теоремао порядковых свойствах пределафункции(4.4 .2)

Пусть lim
x→ x0

f (x)=A , lim
x→ x0

f (x)=Bи A<B .Тогда∃O
o

ϵ(x0)∩X f (x)<g(x )

Доказательство :
Отпротивного .Пусть∃xn→ x0 , xn≠x0такая ,что f (xn)≥g(xn)⇒ lim

n→ x0

f (xn) lim
n→x0

g (xn)⇒ A≥B⇒

противоречие .
Теоремадоказана .

Следствие :

Пусть lim
x→ x0

f (x)=A , lim
x→ x0

f (x)=B ,C∈ℝ .Тогда, если∃O
o

ϵ(x0) ,∀ x∈O
o

ϵ(x0) ,

f ( x)>g(x )⇒ A≥B
f (x )≥g(x )⇒ A≥B
f (x)>C⇒ A≥C
f ( x)≥C⇒ A≥C



26 Порядковый признак существования предела 
функции.
Порядковыйпризнак существованияпределафункции(4.4 .3)

lim
x→ x0

f (x )=lim
x→ x0

g(x) ,∀ x∈O
o

δ(x0) f (x)≤h(x)≤g (x)⇒ lim
x→ x0

h(x )=A .

Доказательство :
Пусть xn→ x0иxn≠x0.Тогда f (xn)≤h (xn)≤g (xn)и lim

n→ x0

f (x)=lim
n→ x0

g(x )=A⇒по

порядковому признаку существованияпределапоследовательности∃ lim
n→ x0

h(xn)=A⇒по

определению пределаГейне lim
x→ x0

h(x )=A .

Теоремадоказана .

27 Теорема о пределе сложной функции.
Теоремао пределе сложнойфункции( 4.4 .5)

∀ x∈O
o

(x0) lim
x→ x0

g (x)= y0 , g(x )≠ y0и lim
y→ y0

f ( y)=A⇒ lim
x→x0

f (g(x ))=A

Доказательство :

Возьмём (xn)изO
o

(x0): xn→ x0.Тогда yn=g (xn)→ y0и y n≠ y0 , f (g(xn))=f ( yn)→ A⇒по определению
Гейне lim

x→x0

f (g(x ))=A

Теоремадоказана .

28 Непрерывность функции в точке. Свойства функций 
непрерывных в точке.
Определениенепрерывностифункции вточке
Пусть f определенана X ,x0∈X−предельнаяточка x .

f непр .вт .x0⇔
df
выполняется хотябыодноиз условий :

(1)∀ϵ>0∃δ>0∀ x∈X (|x−x0|<δ⇒|f (x)−f (x0)|<ϵ)(опр .пределапо Коши)
(2)∀O(f (x0))∃O(x0): f (O(x0))⊂O( f (x0))
(3)∀(xn): xn→ x0 f (xn)→ f (x0)(опр .пределапо Гейне)
(4) lim

x→ x0

f (x)=f (x0)

(5) f (x )=f (x0)+α(x) , гдеα(x)−беск .малаяпри x→ x0

f (x)непр .слева⇔
df

lim
x→ x0−0

f (x)=f (x0)

f (x)непр .справа⇔
df

lim
x→x0+0

f (x)=f (x0)



Теоремао непрерывностифункциивточке(5.1 .1)

f−непр⇔
df
f непр .справа∧f непр .слева

Теоремаосвойствах непрерывныхфункций(5.1 .2)
Пусть f и g−непр .вт . x0 .Тогда
(1)∀a ,b∈ℝaf +bg−непр .вт .x0

(2) fg−непр .вт .x0(3) f /g−непрв т . x0(приg (x0)≠0)
(4) f (x0)≠0⇒∃O(x0)∀ x∈O(x0) f (x) f ( x0)>0(т .е . f ( x)сохраняет знак)
(5) f локально ограничена вO(x0)

29 Непрерывность функции на множестве. Теорема об 
обращении функции в нуль и теорема Коши о 
промежуточных значениях функции.

f−непр .на X⇔
df
∀ x∈X f−непр .в x

f−непр .⇔
df
∀ x∈D( f ) f−непр .в x

Теорема Коши об обращении функции в нуль

Теорема Кошиопромежуточных значенияхфункции(5.2.2 .)
f−непр .на [a ,b ] , f (a)=A , f (b)=B , A≠B ,C− любоечисло между Aи B⇒∃c∈[a ,b ] f (c)=C
Доказательство :
Рассмотрим g(x )=f (x)−C .Потеореме Кошиоб обращениифункциивнуль∃c∈[a ,b] f (c)=C .
Теоремадоказана .



30 Компакт. Теорема об ограниченности компакта. 
Критерий компактности. 
Определение компактного множества

X⊂ℝ−компакт⇔
df
∀(xn)∃( yn)=(x kn

) : yn→x0 , x0∈X

Эти3определения нетребуются для ответанавопрос ,ноих знание намочень понадобитсяпозже :

X−замкнутое⇔
df

X содержитвсе своипредельныеточки

x∈X−внутренняяточка X⇔
df
∃O(x )⊂X

X−открытое⇔
df
∀ x∈X x−внутр .

Теорема об ограниченности компакта

Критерийкомпактности (5.2 .4 .)

X−компакт⇔
df

X−огр .∧X замкнуто
Доказательство :
⇒ПустьX−компакт . Потеореме об ограниченности компакта x−огр . Докажем замкнутость .
Пусть x0−предельнаяточка X .Тогда∃(xn): xn→ x0 , xn≠x0. Поопределениюкомпактности
∃(xnk

): xnk
→ x ' 0∈X .Втожевремя xn→ x0⇒ xnk

→ x0.Следовательно , x0=x ' 0∈X .

⇐ПустьX−огр .и замкнуто .Возьмём (xn) .∀n∈ℕ xn∈X⇒(xn)−огр .⇒по теореме
Больцано−Вейерштрасса∃(xnk ¿

) xnk
→x0 , причём x0∈X ,т .к .X замкнуто⇒X−компакт .

Теорема доказана.

31 Теорема о непрерывном образе компакта. Первая и 
вторая теоремы Вейерштрасса.
Теорема о непрерывном образе компакта



Теоремао непрерывномобразе компакта (5.2 .6 .)
f непр .на X , X−компакт⇒Y=f (X )−компакт
Доказательство :
Пусть( yn)−последовательностьточек множестваY=f (X ) ,∀n∈ℕ xn∈X f (xn)= yn .
X−компакт⇒∃ xkn

→ x0∈X .В силунепрерывности f вт .x0 ykn
=f (xkn

)→ f (x0)= yo∈Y⇒Y−компакт .
Теоремадоказана .

Первая теорема Вейерштрасса
Вторая теорема Вейерштрасса

32 Равномерная непрерывность функции и теорема 
Кантора.
Определение равномерно непрерывной функции

Теорема Кантора(5.3 .1 .)
f−непр .накомпакте X⇒ f равномерно непрерывнана X
Доказательство :
Отпротивного .Пусть f непр .на X и¬( равномернонепрерывнана X ) .Тогда
∃ϵ0>0∀δ>0∃ x ' , x ' '∈X (|x '−x ' '|<δ⇒|f (x ')−f (x ' ')|≥ϵ0)

Пусть δn=
1
n

.Тогда∀n∈ℕ∃ x ' n , x ' ' n|x ' n−x ' ' n|<
1
n
,но|f (x 'n)−f (x ' ' n)|≥ϵ0

X−компакт→∃ x ' kn
→ x0∈Xи∃ x ' ' kn

→x0∈X .

f−непр .⇒ f (x 'kn
)→ f (x0)∈Xи f (x ' ' kn

)=f (x0)⇒ f (x ' kn
)−f (x ' ' kn

)→0⇒противоречие
Теоремадоказана .



33 Односторонние пределы. Точки разрыва функции и их 
классификация. Теорема об односторонних пределах 
монотонной функции.

Пусть f определенавO
o

( x0) .

x0−т . устранимого разрыва⇔
df
∃ lim

x→x0

f (x ), но (f не опр .в т . x0∨lim
x→ x0

f (x )≠f (x0))

x0−т . разрывапервого рода⇔
df
∃ f (x0−0) , f (x0+0) , но f (x0−0)≠f (x0+0) ,Δ f (x0)=f (x0−0)−f (x0+0)

называютскачкомфункции

x0−т . разрывавторого рода⇔
df
хотябыодинизодносторонних пределов не сущ−тили равен∞ .

Теоремаоб односторонних пределах монотоннойфункции(5.4 .1 .)
Пусть f−монотоннаяна(a ,b) .Тогда∀ x0∈(a ,b)∃ f (x0−0), f (x0+0). Болеетого ,
если f ↑:

f (x0−0)=suр
x< x0

f (x ) , f (x0+0)=inf
x> x0

f (x) ,

f (x0−0)≤f ( x0)≤f (x0+0)
если f ↓:

f (x0−0)=inf
x< x0

f (x ), f (x0+0)=suр
x> x0

f (x) ,

f (x0−0)≥f ( x0)≥f (x0+0)
Доказательство :
Рассмотрим случай f ↑. Докажем ,чтоf (x0−0)=suр

x< x0

f (x) .{f (x) : x< x0}огр .сверху⇒

∃suр
x< x0

f (x )=l ,l≤f (x0)⇒поопр .верхней грани :

1 )∀ x<x0 f (x )≤l ;
2 )∀ϵ>0∃xϵ<x0 f (xϵ)>l−ϵ
f ↑⇒∀ x∈[ xϵ , x0 )выполняютсянеравенстваl−ϵ< f (xϵ)≤f (x)≤l< l+ϵ⇒
⇒ lim

x→ x0−0
f (x)=l

Остальное доказываетсяаналогично .

34 Критерий непрерывности монотонной функции. 
Теорема о непрерывности обратной функции.
Критерий непрерывности монотонной функции



Теорема о непрерывности обратной функции

35 Дифференцируемость функции в точке, производная 
функции в точке. Непрерывность дифференцируемой 
функции. 
Пусть f опр .на X , x0∈X−предельнаяточка .

f−дифференцируема в точкеx0⇔
df
∃A (x )непрерывная вточке x0 ,∀ x∈X f (x)−f (x0)=A (x)(x−x0)

f ' (x0)=A (x0)−производная f вт . x0

Теоремао непрерывностидифференцируемойфункции(6.1 .2 .)
f−дифф .вт .x0⇒ f−непр .вт .x0

Доказательство :
f (x)−f (x0)=A (x)(x−x0)⇔ f (x )=f (x0)+A( x)(x−x0)
Потеоремео свойствах непр .функций f (x )непр .вт .x0

Теоремадоказана .



36 Теорема о дифференцируемости композиции.



37 Теорема об арифметических действиях над 
дифференцируемыми функциями.



38 Теорема о дифференцируемости обратной функции.



39 Точки роста и убывания функции.  Достаточное 
условие точек роста и точек убывания.
Определение точки роста функции
Определение точки убывания функции

Достаточное условиеточек ростаиточек убывания (6.4 .1.)
f ' (x0)>0(f ' (x0)<0)⇒ x0−точка роста( убывания) f
Доказательство :
Поопределениюдифференцируемостифункции

f (x)−f (xo)=A (x)(x−x0) , где A (x)непр .вт .x0 , A (x0)=f '( x0)
1 ) f '(x0)>0⇒ A (x0)>0⇒∃O(x0)∀ x∈O(x0)A( x)>0⇒∀ x∈O(x0)
sign( f (x )−f (x0))=sign(A(x )(x−x0))=sign(x−x0)⇔ x0−т . роста
2 ) f '(x0)<0⇒ A (x0)<0⇒∃O(x0)∀ x∈O(x0)A (x)<0⇒∀ x∈O(x0)
sign( f (x )−f (x0))=sign(A(x )(x−x0))=−sign(x−x0)⇔ x0−т . убывания

40 Точки локального экстремума. Теорема Ферма. 
Пусть x0−внутр .точка D( f ) .

x0−т . локального экстремума f ⇔
df
∃O (x0)∀ x∈O( x0) f (x )≤f (x0)( f (x )≥f (x0))

x0−т .строгого локального экстремума⇔
df
∃O

o

(x0)∀ x∈O
o

(x0) f (x )<f (x0)( f (x )> f (x0))

ТеоремаФерма(необходимое условие локального экстремума ,6.4 .2 .)
x0−т . локального экстремума f и∃ f ' (x0)⇒ f '(x0)=0
Доказательство :
x0не можетбытьточкой ростаилиточкой убывания⇔ f ' (x0)≤0∧f '(x0)≥0⇔ f ' (x0)=0
Теоремадоказана



41 Теорема Ролля.

42 Теоремы Коши и Лагранжа. Следствия теоремы 
Лагранжа.
Теорема Коши
Теорема Лагранжа



Теорема о постоянстве дифференцируемой функции

Критерий монотонности дифференцируемой функции



Достаточное условие строгой монотонности функции



43 Производные высших порядков. Формула Тейлора. 
Остаточный член формулы Тейлора  в форме Лагранжа. 
ФормулаТейлора (6.7 .1 .)
f n−непр .дифф .наотрезке I сконцами x0 , x и∃ f (n+1)внутринего⇒∀ϕ(x) :непр .на I∧∃ϕ '(x )≠0
∃ξ внутри I такая ,что

f (x)=f (x0)+
f '(x0)

1 !
(x−x0)+...+

f (n)(x0)
n !

(x−x0)
n+rn(x0; x ), где

rn(x0 ;x )=
ϕ(x)−ϕ(x0)
ϕ ' (ξ)n !

f (n+1)(ξ)( x−ξ)n

Доказательство :
Наотр . I рассмотримвспомогательнуюфункцию

F (t)=f (x )−Pn(t ; x)=f (x )−[ f (t)+
f '( t)

1 !
(x−t)+...+

f (n)(t)
n!

(x−t)n]

Очевидно ,что F непрерывнанаотрезке I идифф .внутри I , причём

F '(t )=
−f (n+1)(t )

n !
(x−t )n .

Применяя к паре функций F ,ϕнаотр . I теорему Коши ,∃ξ внутри I , в которой выполняется
F (x)−F (x0)
ϕ(x)−ϕ(x0)

=
F ' (ξ)
ϕ '(ξ)

.

Поскольку F (x )−F (x0)=0−F (x0)=−rn(x0 ;x )и

F ' (ξ)=−f (n+1 )(ξ)
n !

( x−ξ)n ,

то приходимк равенству

rn(x0 ; x)=
ϕ(x )−ϕ(x0)
ϕ '(ξ)n!

f (n+1)(ξ)(x−ξ)n .

Остаточный член формулы Тейлора в форме Лагранжа

44 Формула Тейлора-Пеано.



Лемма .

ϕ n−дифф . в т . x0 и ϕ(x0)=ϕ ' (x0)=...=ϕ(n)(x0)=0⇒ϕ(x)=o
. .....

((x−x0)
n) при x→x0

Доказательство :
Докажем методом математической индукции .
Для n=1всилу определения дифференцируемсотиϕ вт .x0

ϕ(x )=ϕ(x0)+ϕ ' (x0)(x−x0)+o
......

(x−x0)при x→x0

Поскольку ϕ( x)=ϕ '(x )=...=ϕ(n)(x )=0 ,

ϕ(x )=o
......

(x−x0)при x→x0 .

Пусть доказательствоверно дляn=k−1. Докажемдля n=k .
Поскольку (ϕ ')' (x)=...=(ϕ ')(k−1 )(x)=0 ,

попредположениюиндукции ϕ ' (x)=o
......

((x−x0)
(k−1))при x→ x0 .

ПотеоремеЛагранжа
ϕ(x )=ϕ(x )−ϕ(x0)=ϕ ' (ξ)(x−x0)=α(ξ)(ξ−x0)

k−1(x−x0), где
ξ лежитмежду x и x0 ,т .е .|ξ−x0|<|x−x0|, а lim

ξ→ x0

α(ξ)=0.Тогда

|ϕ(x )|≤|α(ξ)||x−x0|
k−1|x−x0|=|α(ξ)||x−x0|

k⇒

⇒ϕ( x)=o ((x−x0)
k)при x→ x0.

Леммадоказана .

ЛокальнаяформулаТейлора
f n−дифференцируемавт .x0⇒

⇒ f (x )=f (x0)+
f ' (x0)
1 !

(x−x0)+...+
f (n )(x0)
n!

(x−x0)
n+ o (( x−x0)

n)при x→ x0.

Доказательство :
Рассмотрим ϕ(x )=f (x )−Pn(x0; x )ивоспользуемся доказанной леммой .

ФормулаТейлора−Пеано

rn(x0 ; x)=o ((x−x0)
n)при x→ x0называют

остаточным членом в формеПеано .

45 Правила Лопиталя.
Первое правило Лопиталя



Второе правило Лопиталя



46 Достаточные условия экстремума.
Первое достаточное условие экстремума(6.9 .1 .)

Пусть f дифф .вO
o

(x0)инепр .в x0.Тогда
f '>0(<0)слева отx0и f '<0 (>0)справаотx0⇒ x0−т . лок . максимума(минимума )функции f .
Производнаяимеетодинитотже знак слеваисправаотт .x0⇒ экстремуманет .

Второе достаточное условие экстремума(6.9 .2)
Пусть f 2−дифф .в т . x0и f ' (x0)=0.Тогда
f ' ' (x0)<0⇒ x0− локальный максимум f
f ' ' (x0)>0⇒ x0− локальный минимум f
Доказательство :
f ' ' (x0)<0(>0)⇒ x0−т . убывания ( роста) f
f ' (x0)=0⇒∃O(x0) , где f ' (x)положительна(отр .)слеваи отрицательна(пол .)справаотт . x0.⇒
⇒попервому достаточному условию экстремума x0−локальный максимум (минимум f )

Третье достаточное условие экстремума(6.9 .3)
Пусть f n−дифф .вт .x0и f '(x0)=...=f (n−1)(x0)=0.

n−чётн . : f (n)(x0)<0(>0)⇒ x0−т . локального максимума(минимума)
n−нечётн .: f (n)(x0)<0(>0)⇒ x0−т . убывания (роста) f



Доказательство :
По локальнойформулеТейлора

f (x)=f ( x0)+
f (n)(x0)

n !
(x−x0)

n+o((x−x0)
n)=f (x0)+

f (n)(x0)
n!

(x−x0)
n+α(x)(x−x0)

n , где lim
x→x0

α(x)=0

Пусть A (x)=
f (n)(x0)

n !
+α( x).

Пусть f (n)(x0)<0иn−чётн .Тогда

lim
x→ x0

A (x )=
f (n)(x0)
n !

<0и∃O
o

(x0)∀ x∈O
o

(x0)A (x)<0⇒

⇒ f (x )−f (x0)=A (x)( x−x0)
n<0 ,т .е . f (x)< f (x0)⇒ x0−т . лок .максимума .

Пусть f (n)(x0)<0иn−нечётн .Тогда

sign(f ( x)−f (x0))=sign(A(x0)(x−x0)
n)=−sign(x−x0),т .е .x0−т . убывания f .

Остальные случаи доказываютсяаналогично .

47 Выпуклые функции. Критерии выпуклости функции. 
Пусть f опр .на(a ,b) .

f−выпуклая (выпуклая вниз)⇔
df
∀ x1 , x2∈(a ,b)∀α1 ,α2≥0α1+α2=1имеет местонеравенство
f (α1 x1+α2 x2)≤α1 f (x1)+α2 f (x2)

f−вогнутая (выпуклаявверх )⇔
df
имеет местообратное неравенство

Критерий выпуклости дифференцируемой функции

Критерий выпуклости 2-дифференцируемой функции



48 Первообразная. Теорема о первообразной. 
Неопределенный интеграл и его простейшие свойства.
Пусть f иF опр .на(a ,b) .

F−первообразная⇔
df
∀ x∈(a ,b)F '(x )=f (x)

Теоремао первообразной(7.1.1)
F−первообразная f на(a ,b)⇒∀C∈ℝ F+C−первообразная f на(a ,b)
Доказательство :
∀ x∈(a ,b)(F(x )+C) '=F '(x )+0=f (x)
Теоремадоказана .

∫ f (x )dx (неопределённыйинтеграл)⇔
df
совокупностьвсех первообразных f на(a ,b)

Простейшие свойства неопределённогоинтеграла
1 )d∫ f (x)d x=f (x)dx

2 )∫ d F (x)=F(x )+C
Свойства линейности интеграла :
3 ) Аддитивность :∫( f (x)+g( x))dx=∫ f (x )dx+∫ g (x)dx

4 )Однородность :∫ cf (x )dx=c∫ f (x )dx (c=const )

5 ) Линейность :∫(af (x)+bg (x))dx=a∫ f (x)dx+b∫ g(x)dx

49 Основные методы интегрирования: формула замены 
переменной и формула интегрирования по частям.
Формула замены переменной

Формула интегрирования по частям
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