
Ответы на вопросы экзамена по алгебре и геометрии

Инна Политучая (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)

ver. 2.0.1 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)22 января 2024)) переработанная и дополненная

Вопрос № 1.

Отношение эквивалентности. Теорема о разбиении множества с заданным отношением 

эквивалентности. Основные примеры отношений эквивалентности (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)свободный вектор как класс 

эквивалентности отношения конгруэнтности на множестве связанных векторов евклидова 

пространства; вычет как класс эквивалентности отношения сравнимости по mod n на множестве 

целых чисел). 

Вспом. определение 1.1. A × B = (a, b), a  A, b  B∈ A, b ∈ B ∈ A, b ∈ B  — прямое или декартово произведение. 

Вспом. определение 1.1. Бинарным отношением между элементами множеств A и B 

называется подмножество их декартового произведения. 

ρ  A × B ⊆ A × B 

Вспом. определение 1.2. ρ является однородным бинарным отношением, если
 

A = B, ρ  A × A = A⊆ A × B 2 

и обозначается буквой ρ.

aρb  (a, b)  ρ ⇔ (a, b) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B

Вспом. свойство 1.1 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)Свойства однородных бинарных отношений). Отношение, заданное на 

множестве A, называется 

1. рефлексивным, если a  A (a, a)  ρ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ∈ A, b ∈ B .

2. симметричным, если a, b  A (a, b)  ρ  (b, a)  ρ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ∈ A, b ∈ B ⇒ (b, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B .

3. транзитивным, если a, b, c  A (a, b)  ρ  (b, c)  ρ  (a, c)  ρ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ∈ A, b ∈ B ∧ (b, c) ∈ ρ ⇒ (a, c) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ⇒ (b, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B .

4). антирефлексивным, если a  A (a, a)  ρ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ∈ A, b ∈ B .

5. антисимметричным, если a, b  A (a, b)  ρ  (b, a)  ρ  a = b∀a ∈ A (a, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ∈ A, b ∈ B ∧ (b, c) ∈ ρ ⇒ (a, c) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ⇒ (b, a) ∈ ρ .

6. связным, если a, b  A (a, b)  ρ  (b, a)  ρ  a = b∀a ∈ A (a, a) ∈ ρ ∈ A, b ∈ B ∈ A, b ∈ B ∨ (b, a) ∈ ρ ∨ a = b ∈ A, b ∈ B ∨ (b, a) ∈ ρ ∨ a = b .
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Определение  2.1. Если  однородное  бинарное  отношение  является  рефлексивным,
симметричным  и  транзитивным,  то  оно  называется  отношением  эквивалентности и
обозначается буквой R.

aRb ⇔ (a, b) ∈ ρ  (a, b) ∈ A, b ∈ B R

Вспом. определение 2.1. Классом эквивалентности, соответствующим отношению 
эквивалентности R на множестве A, называется подмножество

R(a) = {b ∈ A, b ∈ B A : (a, b) ∈ A, b ∈ B R}

a называется образующим элементом.

Свойство 2.1. Свойство классов эквивалентности.

1. Каждый класс эквивалентности содержит хотя бы один элемент. ∃(a, a) ∈ A, b ∈ B R(a).

2. Если b ∈ A, b ∈ B R(a), то R(b) = R(a).

3. Различные классы эквивалентности не пересекаются.

4). Объединение всех классов эквивалентности дает множество A.
5.

Теорема  3.1 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)о  разбиении  множества  с  заданным  отношением  эквивалентности).  Любое
отношение эквивалентности порождает на множестве разбиение на классы эквивалентности.

Доказательство. Пусть Ka — группа элементов из A, эквивалентных фиксированному элементу
a. В силу рефлексивности a ∈ A, b ∈ B Ka. Покажем, что ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρKa ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρKb или Ka = Kb, или не имеют общих
элементов.

Пойдем от противного. Пусть

∃c : c ∈ A, b ∈ B Ka ∧ (b, c) ∈ ρ ⇒ (a, c) ∈ ρ c ∈ A, b ∈ B Kb,

т.е. ∃c : c ∼ a ∧ (b, c) ∈ ρ ⇒ (a, c) ∈ ρ c ∼ b. В силу транзитивности a ∼ b, а в силу симметричности b ∼ a. Тогда
∀a ∈ A (a, a) ∈ ρx ∈ A, b ∈ B Ka (x ∼ a) ⇒ (b, a) ∈ ρ x ∈ A, b ∈ B Kb (x ∼ b). Таким образом, две группы, имеющие хотя бы один общий
элемент, полностью совпадают, хотя предполагалось, что Ka ≠  Kb. Было получено разбиение на
классы. 

Теорема 3.2 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)об отношении эквивалентности на разбиении множества / обратная).  Любое
разбиение множества на классы задает на этом множестве отношение эквивалентности.

Доказательство. Докажем обратную теорему. Пусть (Bi), где i ∈ A, b ∈ B I, — некоторое разбиение 
множества A. Рассмотрим отношение ρ такое, что

x ∼ρ y  ⇔ (a, b) ∈ ρ ∃i ∈ A, b ∈ B I (x ∈ A, b ∈ B Bi ∧ (b, c) ∈ ρ ⇒ (a, c) ∈ ρ y ∈ A, b ∈ B Bi)
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Введенное отношение рефлексивно и симметрично. Если ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρx, y, z x ∼ρ y ∧ (b, c) ∈ ρ ⇒ (a, c) ∈ ρ y ∼ρ z, то
в силу определения отношения ρ x, y, z принадлежат одному и тому же элементу разбиения Bi. 
Следовательно, x ∼ρ z и отношение ρ транзитивно.

Таким образом, ρ — отношение эквивалентности на A.

Вспом.  определение  3.1. Ненулевые  связанные  векторы  конгруэнтны,  если  их  длины  и
направления совпадают.

Рис. 1: Два свободных вектора.

Пример  3.1 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)свободный  вектор  как  класс  эквивалентности  отношения  конгруэнтности  на
множестве связанных векторов). Свободный вектор — это класс отношения конгруэнтности
связанных векторов. (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)см. Рисунок 1)

Пример  3.2 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)вычет  как  класс  эквивалентности  отношения  сравнимости  по  mod  n  на
множестве целых чисел).

Zn = {0, 1, . . . , n − 1}

или

Zn = {[0]n, [1]n, . . . , [n − 1]n}

В данном случае классы эквивалентности называются классами вычетов.
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Вопрос № 2.

Определение группы. Абелевы группы (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)аддитивная, мультипликативная).

Определение 4.1. Группой называется замкнутое множество G с операцией умножения, 
обладающей следующими свойствами:

1. Ассоциативность. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa, b, c ∈ A, b ∈ B G a(bc) = (ab)c.

2. Существование единицы. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa ∈ A, b ∈ B G ae = ea = a.

3. Существование обратного элемента. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa ∈ A, b ∈ B G a · a-1= a-1 · a = e.

Определение 4.2. Аддитивной абелевой группой называется множество A с операцией 
сложения, обладающей следующими свойствами:

1. Коммутативность. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa, b ∈ A, b ∈ B A a + b = b + a.

2. Ассоциативность. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa, b, c ∈ A, b ∈ B A a + (b + c) = (a + b) + c.

3. Существование нуля. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa ∈ A, b ∈ B A a + e = e + a = a.

4). Существование обратного элемента. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa ∈ A, b ∈ B A a + (−a) = (−a) + a = e.

Определение 4.3. Мультипликативной абелевой группой называется множество B
c операцией умножения, обладающей следующими свойствами:

1. Коммутативность. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa, b ∈ A, b ∈ B B ab = ba.

2. Ассоциативность. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa, b, c ∈ A, b ∈ B A a(bc) = (ab)c.

3. Существование единицы. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa ∈ A, b ∈ B A ae = ea = a.

4). Существование обратного элемента. ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa ∈ A, b ∈ B A a · a-1= a-
-1 · a = e.
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Вопрос № 3.

Основные примеры: числовые множества относительно операций умножения и сложе-ния,
группа  свободных  векторов  по  сложению,  матричные  группы  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)полная  линейная  группа,
специальная линейная группа, ортогональная группа, специальная ортогональная группа).

Пример 5.1 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)множество целых чисел относительно операции сложения).

< Z, + >

∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa, b, c ∈ A, b ∈ B Z:

1. Выполняется замкнутость.
2. a + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)b + c) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a + b) + c.
3. a + 0 = 0 + a = a.
4). a + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)−a) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)−a) + a = 0.

Пример 5.2 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)множество рациональных чисел без нуля относительно определенной операции 
умножения).

<Q∗, ◦ >, Q∗ = Q\{0}, a ◦ b =
 a

2
b

 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)∀a ∈ A (a, a) ∈ ρa, b ∈ A, b ∈ B Q∗)

1. Выполняется замкнутость.

2. a ◦ (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)b ◦ c) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a ◦ b) ◦ c.

3. a ◦ e = e ◦ a = a, e = 2.

4). a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e, a−1 = a
4) .

Пример 5.3 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)группа свободных векторов по сложению).

<  V, +  >,

V — множество свободных векторов, + — операция сложения свободных векторов. Проверим

1. Замкнутость: (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2) + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)b1, b2) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1 + b1, a2 + b2).

2. Ассоциативность: (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2) + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)b1, b2) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1 + b1, a2 + b2) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)b1 + a1, b2 + a2) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)b1, b2) + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2).

3. Существование нуля: (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2) + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0, 0) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0, 0) + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2).

4). Существование обратного: (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2) + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)−a1, −a2) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)−a1, −a2) + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0, 0).
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Определение 5.1. Полная (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)общая) линейная группа состоит из всех n×n обратимых матриц.

GL(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)n, R) = GL(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)n) = {X ∈ A, b ∈ B M(n) : det X ≠ 0}

Определение  5.2. Специальная  линейная группа состоит  из  n×n матриц  с  единич-ным
определителем.

SL(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)n, R) = SL(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)n) = {X ∈ A, b ∈ B M(n) : det X = 1}

• Геометрически  такие  матрицы  соответствуют  линейным  операторам  v →  Xv,

сохраняющим стандартный объем и ориентацию в Rn.

Определение 5.3. Ортогональная группа образована n×n ортогональными матрицами.

O(n) = {X ∈ A, b ∈ B M(n) : XXT = Id}

Id — единичная матрица, XT — транспонированная матрица X.

• Ортогональные преобразования v → Xv cохраняют евклидову структуру в Rn. В силу того,
что 1 = det(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)XXT) = det2X, ортогональные матрицы имеют определитель det X = ±1.

Определение 5.4. Специальная ортогональная группа состоит из ортогональных матриц n×n,

определитель которых равен 1.

SO(n) = {X ∈ A, b ∈ B M(n) : XXT = Id, det X = 1}

• Специальные ортогональные преобразования v → Xv сохраняют как евклидову струк-

туру, так и ориентацию в Rn.
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Вопрос № 4).

Линейно зависимые и линейно независимые векторы (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)определение, свойства).

Определение 6.1. Выражение вида λ1  a⃗1 + λ2   a⃗2 + · · · + λn   a⃗n называется линейной ком-
бинацией векторов   a⃗1, . . . ,   a⃗n ∈ A, b ∈ B V и чисел λi ∈ A, b ∈ B R, i ∈ A, b ∈ B N.

Определение 6.2. Векторы a1, . . . , an называются линейно-зависимыми, если λ1   a⃗1 + λ2   a⃗2 +
... + λn   a⃗n = 0 и ∃i : λi ≠ 0. Если λ1   ⃗a1 + λ2   a⃗2 + · · · + λn   a⃗n = 0 при ∀a ∈ A (a, a) ∈ ρi ∈ A, b ∈ B N λi = 0, то   a⃗1, . . . ,  
⃗an называются линейно-независимыми.

Свойство 6.1 (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)линейно-зависимых векторов). Векторы   a⃗1, . . . ,   a⃗n линейно-зависимы ⇔ (a, b) ∈ ρ  
хотя бы один из них линейно выражается через остальные.

Доказательство.

⇒ (b, a) ∈ ρ. Пусть векторы λ1   a⃗1 + λ2   a⃗2 + … + λn   a⃗n — линейно-зависимы Значит λ1   a⃗1 + λ2   a⃗2 + … + λn 

⃗an = 0. Пусть λ1 ≠ 0  ⇒ (b, a) ∈ ρ

λ1  a⃗1 = − λ2   a⃗2 − … − λn   a⃗n

    λ2   λn

  a⃗1 =   λ1 
  a⃗2   …    λ1 

  a⃗n

То   ⃗a1 линейно выражается через   ⃗a2, …,   ⃗an.

⇐.
1∙   ⃗a1 = µ2  ⃗a2 + … + µn  ⃗an

-1∙   ⃗a1 + µ2  ⃗a2 + … + µn  ⃗an = 0.

-1 ≠ 0. Следовательно  векторы   ⃗a1,   ⃗a2, … ,   ⃗an линейно-зависимы по определению. 
Доказано. 

Теорема. (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)связь линейно-зависимых и линейно-независимых). Пусть   ⃗a1,   ⃗a2, … ,   ⃗an  –
линейно-независимы.   ⃗b линейно выражается через   ⃗a1,    ⃗a2, …,    ⃗an          ⃗a1,    ⃗a2, …,      ⃗an,  ⃗b –
линейно-зависимы. 

Доказательство. 

. ⇒ (b, a) ∈ ρ
  ⃗b = µ1  ⃗a1 + µ2  ⃗a2 + … + µn  ⃗an

1∙   ⃗b - µ1  ⃗a1 - µ2  ⃗a2 - … - µn  ⃗an = 0

1 ≠ 0. Следовательно  векторы   ⃗a1,   ⃗a2, … ,   ⃗an,   ⃗b линейно-зависимы по определению. 
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⇐. Пусть  µ1  ⃗a1 +  µ2  ⃗a2 + … +  µn  ⃗an +  µ’  ⃗b – линейно-зависимы. Тогда  µ1  ⃗a1 +  µ2  ⃗a2 + … +  µn  ⃗an +
µ’ b⃗ = 0. Пусть µ’ ≠ 0.

     µ2                     µn

  ⃗b =   µ’
  ⃗a1   …    µ’

  ⃗an

Значит,   ⃗b линейно выражается через   ⃗a1,   ⃗a2, …,   ⃗an.
Доказано.

Теорема.  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)единственность  выражения  вектора  через  линейно  независимые  векторы)  Пусть  b⃗
линейно  выражается  через    a⃗1,  …,    a⃗n.  Это  выражение  единственно            a⃗1,    a⃗2,  …,    a⃗n

линейно-независимы. 

Доказательство. 

. ⇒ (b, a) ∈ ρ Пусть   ⃗b допускает два разложения. 

  ⃗b = µ1  ⃗a1 + µ2  ⃗a2 + … + µn  ⃗an =   ⃗b = µ1’  ⃗a1 + µ2’  ⃗a2 + … + µn’  ⃗an

(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян) µ1 — µ1’)   ⃗a1 + … + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян) µn -  µn’)   ⃗an = 0.

          или … 
Значит,   ⃗a1,   ⃗a2, …,   ⃗an линейно-зависимы.  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)выполнено ¬ B → ¬ A).

⇐. Пусть λ1  ⃗ a1 + λ2   ⃗a2 + ... + λn   ⃗an = 0 линейно-зависимо. Тогда   ⃗b = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян) λ1 + µ1’)   ⃗a1 + … + (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян) λn + µn’)   ⃗an

–  другое  разложение.  Значит  при  линейно-зависимом  выражении  разложение    b⃗  не  единственно.
(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)выполнено ¬ A → ¬ B).

Доказано.
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Вопрос № 5.

Признаки коллинеарности и компланарности геометрических векторов.

Вспом. определение 7.1. Свободные векторы для краткости называют просто 
«векторами».

Вспом. определение 7.2. Два или большее число векторов называются 
коллинеарными, если их представители с общим началом лежат на одной прямой.

  ⃗a ∥   ⃗b

Вспом. определение 7.3. Три или большее число векторов называются 
компланарными, если их представители с общим началом лежат в одной плоскости.

Cp(  ⃗a,   ⃗b,   ⃗c)

Теорема. (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)1-ый признак коллинеарности).   ⃗a ∥   ⃗b ∃! (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)е д и н с т в е н н ы й) λ ∈ A, b ∈ B R:   ⃗a =  λ  ⃗b, b ≠ 0.

Доказательство. 
⇒ (b, a) ∈ ρ.                |  ⃗a|

      ⃗a ∥   ⃗b =>    ⃗a↑↑  ⃗b , =>  λ =  |  ⃗b|      => |λ| ∙ |  ⃗b| = |  ⃗a|
         |  ⃗a|      Значит   ⃗a = λ  ⃗b
   ⃗a↑↓  ⃗b , =>  λ =   |  ⃗b|

Единственность. 

Предположим, что   ⃗a = λ1  ⃗b,  λ1 ∈ A, b ∈ B R,  λ1 ≠ λ

(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)λ – λ1)   ⃗b = 0.

=> П р о т и в о р е ч и е => λ – единственно. 

⇐.

  ⃗a = λ  ⃗b =>   ⃗a ∥   ⃗b  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)п о  о п р е д е л е н и ю  у м н о ж е н и я  в е к т о р а   н а   ч и с л о )

Доказано.
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Теорема (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)2-ой признак коллинераности).   ⃗a ∥   ⃗b              ⃗a,   ⃗b – линейно-зависимы.

Доказательство.
⇒ (b, a) ∈ ρ.

  ⃗a ∥   ⃗b => 1∙  ⃗a = λ  ⃗b
1∙  ⃗a - λ  ⃗b  = 0

1 ≠ 0 =>   ⃗a,   ⃗b – линейно-зависимы.

⇐.
  ⃗a,   ⃗b – линейно-зависимы. =>  λ1  ⃗a1 + λ2  ⃗a2 =  0. П у с т ь    λ1 ≠ 0.

          λ2         

Тогда   ⃗a1 =    λ1 
   ⃗b  =>   ⃗a ∥   ⃗b

Д о к а з а н о. 

Доказательство.

⇒ (b, a) ∈ ρ. 1) Если   ⃗a ∥   ⃗b.

  ⃗a ∥   ⃗b =>   ⃗a,   ⃗b – линейно-зависимы. Тогда  λ1  ⃗a + λ2  ⃗b =  0, п р и ч е м   λ1 ≠ 0 или λ2 ≠ 0. Тогда λ  ⃗a 

+ λ  ⃗b + 0  ⃗c = 0. =>   ⃗a,   ⃗b,   ⃗c линейно-зависимы. 

2) Если   ⃗a ∥   ⃗b, C p (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян) a ,  b,  c ). 

По теореме о разложении вектора на плоскости исходя из компланарности данных векторов:

  ⃗c = c1  ⃗a + c2  ⃗b.

=> 1  ⃗c – с1  ⃗a – c2  ⃗b = 0

Значит   ⃗a,   ⃗b,   ⃗c – линейно-зависимы.                  

⇐.                λ1           λ2

Пусть   ⃗a,   ⃗b,   ⃗c – линейно-зависимы. Тогда λ1  ⃗a + λ2  ⃗b + λ3  ⃗c = 0. Пусть λ3 ≠ 0. Тогда   ⃗c =  λ3 
  ⃗a1     λ3 

  ⃗a2

Следовательно, Cp(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,   ⃗b,   ⃗c).  
Доказано.
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Вопрос № 6.

Разложение вектора на плоскости и в пространстве. Базис на плоскости, в простран-стве. 
Координаты, действия с векторами в координатах.
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Определение. (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)базис).  Базисом на  плоскости  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)пространстве)  называется  упорядоченная  система
векторов,  максимально линейно-независимая,  каждый вектор плоскости (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)пространства)  линейно
выражается через  эту  систему  векторов.  Ниже  схематически  записаны  условия,  при  которых
векторы образуют базис:

  x1   y1

1) На плоскости с векторами   ⃗e1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)x1, y1),   ⃗e2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)x2, y2) =>  x2   y2   
≠ 0

   x1   y1   z1

2) В пространстве с векторами   ⃗e1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)x1, y1, z1),   ⃗e2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)x2, y2, z2) =>   x2   y2   z2      ≠ 0

  x3   y3    z3

Разложение вектора по базису называется координатами.

1) На плоскости, где   ⃗e1 ||   ⃗e2;  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e1,   ⃗e2), (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e2,   ⃗e1) – базисы.

Тогда вектор   ⃗a можно разложить по базисам следующим образом:

  ⃗a = a1  ⃗e1 + a2  ⃗e2  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)результатом станет   ⃗a(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2))

  ⃗a = a2  ⃗e2 + a1  ⃗e1  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)результатом станет   ⃗a(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a2, a1))

2) В пространстве, где ¬Cp(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e1,   ⃗e2,   ⃗e3),   ⃗e1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)1, 0, 0),   ⃗e2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0, 1, 0),   ⃗e3(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0, 0, 1) – базисы.

Применяется формула   ⃗fi = ci
k  ⃗ek

Определение. (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)ортонормированный базис) Базисы называются ортонормированными, когда  верны

следующие свойства (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)при   ⃗i,   ⃗j,   ⃗k – базисы):

1. |  ⃗i| = |  ⃗j| = |  ⃗k| = 1

2.   ⃗i ⊥  ⃗j  ⊥  ⃗k

Свойства (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)векторов в базисе в плоскости и в пространстве) Пусть   ⃗a(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1, a2),   ⃗b(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)b1, b2), где (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e1,   ⃗e2) –

базис. Высказывания ниже будут приведены для плоскости, но они так же верны для пространства.

1.   ⃗a =   ⃗b <=> a1 = b1 и a2 = b2
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2.   ⃗a +   ⃗b = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1 + b1, a2 + b2)

3. λ  ⃗a = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)λa1, λa2)

При   ⃗a = a1  ⃗e1 + a2  ⃗e2;   ⃗b = b1  ⃗e1 + b2  ⃗e2:

4).   ⃗a +   ⃗b =   ⃗e1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a1 + b1) +   ⃗e2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)a2 + b2)

Пример разложения вектора по базису. 
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Вопрос № 7.

Признаки коллинеарности и компланарности векторов в координатах.

Доказательство. 

Cp(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,   ⃗b,   ⃗c) =>   ⃗a,   ⃗b,   ⃗c – линейно-зависимы. Тогда пусть α  ⃗a + β  ⃗b + γ  ⃗c = 0, где или α ≠ 0 или β ≠ 0

или γ ≠ 0.

α  ⃗a1 + β  ⃗b1 + γ  ⃗c1 = 0,

α  ⃗a2 + β  ⃗b2 + γ  ⃗c2 = 0, 

α  ⃗a3 + β  ⃗b3 + γ  ⃗c3 = 0.

Для  того,  чтобы однородная  система  имела  ненулевое  решение,  необходимо и  достаточно,  чтобы
определитель матрицы коэффициентов был равен нулю: 

        a1   b1   c1

Δ =  a2   b2   c2   = 0
        a3   b3   c3
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Вопрос № 8.

Радиус-вектор точки. Деление отрезка в данном отношении.

Доказательство.

Пусть точка C делит отрезок AB в отношении λ, так что AC = λCB. Тогда:

AC =   ⃗rC-   ⃗rA, CB =   ⃗rB –   ⃗rC
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  ⃗rC –   ⃗rA = λ(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗rB –   ⃗rC)

  ⃗rC + λ  ⃗rC =   ⃗rA +   ⃗λrB

  ⃗rA +   ⃗λrB

  ⃗rC =        1 + λ
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Вопрос № 9.

Скалярное произведение векторов и его свойства.

18
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Вопрос № 10.

Численное значение проекции вектора на вектор. Выражение скалярного произведе-ния в 

координатах. Применение скалярного произведения в геометрии.

Рис. 4): Проекция вектора на прямую
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Рис. 5: Проекция точки на прямую

Теорема. (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)численное значение ортогональной проекции). Численное значение ортогональной проекции
вектора на единичный вектор равно  произведению длины этого вектора на  cos  угла между ними.
Применяется следующая формула:

proj  ⃗i  ⃗a = |  ⃗a| ∙ cos(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗i,   ⃗a)

Доказательство. 

1)   ⃗i,   ⃗a < 90°
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Пусть  единичный  вектор  -    i⃗  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)по  построению

лежащий на  AB1),  проецируемый вектор -    ⃗a (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)по

построению  лежащий  на  AB),  относительно

направляющей BB1.        Proj  ⃗i  ⃗a     AB1

Очевидно, что proj  ⃗i  ⃗a =       ⃗i      =      ⃗i     =

|AB1| = |AB|cos(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗i,   ⃗a). 

1)   ⃗i,   ⃗a > 90°

Имеем аналогичное условие, учитывая особенности
построения, изображенного на рисунке. В силу того,

что AB1 ↑↓ AB => |AB1| = -|AB|cos(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗i,   ⃗a)

Теорема(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)скалярное произведение в координатах).Пусть   ⃗a,   ⃗b заданы в базисе (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e1,   ⃗e2) или (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e1,   ⃗e2,   ⃗e3).

Тогда (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,   ⃗b) = Σggijaibj. , где gij – метрические параметры.

                          
ij

Если базис ортонормирован, то скалярное произведение равно Σaaibi

         i=1

В ортонормированном базисе gij = 1, если i = j, и  = 0, если i ≠ j.

Доказательство. 
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Пусть   ⃗a = a1  ⃗e1 + a2  ⃗e2,   ⃗b = b1  ⃗e1 + b2  ⃗e2. Тогда их скалярное произведение равно:

(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,   ⃗b) = (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян) a1  ⃗e1 + a2  ⃗e2,  b1  ⃗e1 + b2  ⃗e2) = a1b1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e1,   ⃗e2) + a1b2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e1,   ⃗e2) + a2b1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e2,   ⃗e1) + a2b2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗e2,   ⃗e2), чтд.

Доказательство в ортонормированном базисе проводится аналогично. Формула сокращается, учитывая

то, что в ортонормированном базисе gij = 1, если i = j, и  = 0, если i ≠ j.
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Вопрос № 11.

Отношение одинаковой ориентированности на множестве базисов 
плоскости/пространства геометрических векторов. Ориентированная плоскость и 
ориентированное простран-ство.
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Изображение правого (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)Б+) и левого (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)Б-) базисов

 
Теорема  (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)транспонирование двух векторов базиса).  При  транспонировании двух векторов базиса
получается базис, противоположно ориентированный с исходным.

Доказательство.

Пусть (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗ai) – некоторый базис на плоскости или в пространстве. Координаты векторов   ⃗ai относительно

базиса (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗ai) имеют следующие значения: 
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Для случая плоскости   ⃗a1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)1;0) и   ⃗a2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0;1); для случая пространства   ⃗a1(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)1;0;0),   ⃗a2(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0;1;0),   ⃗a3(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)0;0;1). 

Определитель  Δ  составленный из координат базисных векторов  ai как  в  случае  плоскости, так и в
пространстве,  равен  1.  Произведем  в  базисе  транспозицию  двух  векторов.  Определитель  Δ’
составленный из координат векторов транспозированного базиса, будет отличаться от определителя Δ
одной транспозицией двух строк. Следовательно, Δ’ = -1, что и доказывает теорему. 
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Вопрос № 12.

Векторное произведение векторов. Свойства векторного произведения.

Доказательство. 

Заметим, что |[  ⃗a  ⃗b]| = |[  ⃗b  ⃗a]|. Исходя из условия векторного произведения, верно что 

[  ⃗a  ⃗b]  ⊥  ⃗a, [  ⃗a  ⃗b]  ⊥  ⃗b

[  ⃗b  ⃗a]  ⊥  ⃗a, [  ⃗b  ⃗a]  ⊥  ⃗b. 
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Из всего вышесказанного делаем вывод, что [  ⃗a  ⃗b] || [  ⃗b  ⃗a]. Значит либо [  ⃗a  ⃗b] ↑↑ [  ⃗b  ⃗a], либо [  ⃗a   ⃗b]↑↓[

b⃗  ⃗a]. 

1)  Рассмотрим  первый  случай.  В  таком  случае  [  a⃗  b⃗]  =  [  b⃗  a⃗],  из  чего  по  условию  векторного

произведения делаем вывод, что (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,    ⃗b, [  ⃗a  ⃗b])  ∈ A, b ∈ BБ+ и в то же время (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗b,   ⃗a, [  ⃗b  ⃗a])  ∈ A, b ∈ BБ+. Однако мы

видим одну транспозицию (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a  и    ⃗b  друг с другом), из чего по Теореме о транспозиции векторов мы

знаем,  что  они  обязаны быть  противоположно  ориентированы,  но  оба  принадлежат  Б+.  Получили
противоречие.

2) Следовательно, верен второй случай, когда вектора противоположно направлены. Теорема доказана.
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Вопрос № 13.

Смешанное произведение векторов. Свойства смешанного произведения.

  ⃗a  ⃗b  ⃗c = 0 <=> Cp(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,   ⃗b,   ⃗c)

Доказательство. 

=>

1)  Если    ⃗a ||    ⃗b,  то Cp(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,    ⃗b,    ⃗c) (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)так как из параллельности вытекает коллинеарность, а из нее по

теореме линейная зависимость, что в свою очередь ведет к компланарности по Теореме о достаточном
условии компланарности). 

2) Если   ⃗a ||   ⃗b. Из условия (ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)[  ⃗a  ⃗b],   ⃗c) = 0 <=>   ⃗a  ⃗b ⊥   ⃗c. Из условия векторного произведения так же

следует, что   ⃗a  ⃗b  ⊥  ⃗a и   ⃗a  ⃗b  ⊥  ⃗b. Из полученной перпендикулярности делаем вывод,  что Cp(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,   ⃗b,   ⃗c).

<=

Из Cp(ver.1.1.0 от Евгений Мангасарян)  ⃗a,   ⃗b,   ⃗c) по Теореме о достаточном условии компланарности следует, что   ⃗a,   ⃗b,   ⃗c - линейно-

зависимы. Тогда из ещё одной теоремы следует, что    ⃗a ||   ⃗b.  Тогда векторное произведение    ⃗a и    ⃗b

обращается в ноль, из чего и смешанное произведение обращается в ноль так же. Теорема доказана. 
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